
Formulario di Comunicazioni Elettriche
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Densità normale o gaussiana (usata per modellare il rumore).
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Distribuzione di Laplace che modella il segnale vocale
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Distribuzione esponenziale che modella i guasti
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Distribuzione binomiale
ξ =# successi in un esperimento bernoulliano di n  prove
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Distribuzione geometrica
ξ =# di volte che devo eseguire un esperimento per avere successo
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Si definisce la varianza come la differenza tra il valore quadratico medio e la media quadratica

( ) ( )222 xExE −=σ
Funzione di distribuzione cumulativa congiunta

( ) { }yxPyxF ≤≤= ηξξη ,,
Le distribuzioni marginali si ricavano come segue
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se ξ  ed η sono statisticamente indipendenti
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TEORIA DELL’INFORMAZIONE
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TEORIA DEI SEGNALI
( ) ( ){ }tt nϕϕ=Φ ,,1 Κ  con supporto [ ]ba,
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Un insieme di segnali è completo se l’errore quadratico medio è nullo, in formule
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Procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt
Si parte da un insieme generico di segnali ( ) ( )tsts h,,1 Κ  a supporto su [ ]T,0

Si definiscono i segnali ( )tiψ  e i segnali ( )tiϕ  che sono rispettivamente i segnali ortogonali e ortonormali.
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Se ( )tx  è reale pari ( )fX  è reale
Se ( )tx  è reale dispari ( )fX  è immaginaria pura
ALCUNE IMPORTANTI RELAZIONI
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Teorema di Parseval (per i segnali ad energia finita e a potenza media finita) che mi dice che
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Formulazione generale del Teorema di Parseval per segnali ad energia finita (o periodici a potenza media
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ed il suo spettro di potenza come ( ) ( )∑
+∞

−∞=

−=
n

nw nffcf 0
2δP

Definizioni di decibel

Se la grandezza in esame è una potenza allora il decibel è [ ] gdBing 10log10    =
Se la grandezza in esame è una tensione o una corrente allora il decibel è [ ] gdBing 10log20    =

Si definisce decibel al milliwatt [ ] 310 10
log10 −= g

dBm

Formula trigonometrica di Eulero ( ) ( )ααα sencos je j ±=±

TEORIA DEI SISTEMI
Un sistema è lineare se ad una combinazione lineare degli ingressi corrisponde una combinazione lineare
delle uscite.

Un sistema si dice tempo invariante o invariante per traslazioni temporali se l’uscita ( )τ−ty  ritardata di
una quantità τ  coincide con l’uscita ( )tyτ  ottenuta inviando in ingresso il segnale ( )τ−tx  ritardato della
stessa quantità.

La risposta all’impulso caratterizza un sistema LTI (Linear Time Invariant)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )thtxdthxty *=−= ∫
+∞

∞−
τττ dove ( )th  è la risposta del sistema LTI quando all’ingresso c’è

( )tδ
facendo la trasformata di Fourier

( ) ( ) ( )fHfXfY = dove ( ) ( )
( )fX
fY

fH = è detta funzione di trasferimento

Densità Spettrale di Energia dell’ingresso
( ) ( )fXfx

2=E

Densità Spettrale di Energia dell’uscita
( ) ( ) ( )ffHf xy EE 2=

Un sistema LTI è non distorcente se il modulo dell’uscita è costante e la fase varia in maniera lineare con
f

Scritto ( ) ( ) ( )fXjefXfY ∠= ( )fX  lineare con f ( )fX∠  lineare con f

Sistema
Lineare

( )tax1 ( )ty1

Sistema
Lineare

( )tbx2 ( )ty2

+
( ) ( ) ( )tytyty 21 +=

Sistema
Lineare

( )ty( ) ( ) ( )tbxtaxtx 21 +=

( )tx ( )ty
τ

( )τ−ty

( )tx ( )τ−ty
τ

( )tyτ
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PROCESSI CASUALI
Stazionario dell’ simoN  ordine

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0011 ,,,, ttxttxftxtxf NxNx ++= ΚΚ

Stazionario del primo ordine
( )( ) ( )( )011 ttxftxf xx +=

Un processo casuale (p.c.) che dipende dal tempo in maniera periodica è detto ciclostazionario
Media temporale di un p.c. ( )tx

( ) ( )∫−+∞→
= 2

2

0

0
0

lim
T

TT
dttxtx

Media statistica o media di insieme di un p.c. ( )tx

( ) ( )( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
== dttftxtxEtx x

Se un p.c. stazionario è tale che ( ) ( )txtx =  il processo si dice ergodico
Funzione di autocorrelazione

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
== 2121212121 ,,

21
dxdxxxftxtxtxtxttR xxx

se il p.c. è stazionario del secondo ordine la media congiunta non dipende dal tempo, posto 21 tt −=τ

( ) ( )0
2

xRtx =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫−∞→
+=+= 2

2

1
lim

T

TTx dtxtx
T

txtxR ττττ

( ) ( ){ }fR xx PF 1−=τ
( ) ( )ττ −= xx RR

( ) ( )τxx RR ≥0

( ) xx PR =0
Spettro di potenza di un segnale numerico sotto l’ipotesi di stazionarietà

( )
( )

( )∑
∞

−∞=

=
k

Tjk

s
x

sekR
T

fS
f ω

2

P con ( ) ( )kRkR knn −== +αα e nα  simbolo esimon

( )
( )

( ) ( ) ( )






 += ∑
∞

=1

2

cos0
k

s
s

x kTkRR
T

fS
f ωP

POSSIBILI FORME D’ONDA ELEMENTARI
NRZ (non return to zero)

NRZ unipolare

NRZ antipodale

RZ (return to zero) β  è detto duty cycle

RZ unipolare

p.c. stazionari

p.c. ergodici

( )ts

sT

A

A-A

0

0

( )ts

sTsT

A

A-A

0

0
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( )fR

∆f ∆f

RZ antipodale

PARAMETRI CHE CARATTERIZZANO UN SISTEMA DI TRASMISSIONE
R è la velocità di trasmissione espressa in sbit
D è la velocità di segnalazione espressa in ssimboli
B è la banda (unilatera) occupata dal segnale espressa in Hz

B
R=η è l’efficienza espressa in Hzbit

SEGNALE R D B η
NRZ binario R R sT1 = D = R 1

RZ (50%) binario R R sT2 = D2 = R2 0,5

NRZ quaternario R 2R sT1 = D = 2R 2

l
lR

R
B
R

l
R

D
T

B
s

====== η;
1

INTERFERENZA INTERSIMBOLICA (ISI)

( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
n

sn nTtstx α ( ) ( ) ( )thnTtsty
n

sn *






 −= ∑
∞

−∞=

α

posto ( ) ( ) ( )thnTtsnTtr ss *−=− segue ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
n

sn nTtrty α

detto 0t  l’istante di campionamento ( ) ( ) ( )
44 344 21

321

ISI

n
sn

utile
segnale

nTtrtrty ∑
≠

−+=
0

000 αα

Distorsione di picco
( )

( )00

0

tr

nTtr
D n

sn

p α

α∑
≠

−
= con 0t : pD  è minima. Bisogna che [ ]1,0∈pD  altrimenti si hanno errori

sistematici
Primo teorema di Nyquist che ci dice come deve comportarsi la trasformata di Fourier di un segnale
elementare affinché questo segnale elementare ci assicuri ISI nulla.

( ) .
1

0

costnffR
T n

s =−∑
+∞

−∞=

dove ( )tr  è il segnale elementare

SEGNALE A COSENO RIALZATO

( )











>

<<


















 −
+

<

=
∆

Bfse

Bffse
f

ff

ffse

fR

    0

    
2

cos1
2
1

    1

1
1

1

π
con 

2
sf

Bf −=∆  e ∆−= f
f

f s

21

graficamente:

2
sf

 è la banda minima

∆f  inizio e fine raccordo

Memoria
profonda l

bitR  

l
Mappatore

M
nsimboliD α    

( )th
( )tx ( )ty
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B  banda totale (unilatera)

Coefficiente di ROLL-OFF

2sf
f∆=ρ rapporto tra la banda aggiuntiva ∆f  e la banda minima richiesta 

2
sf

se ρ  è zero mi trovo nel caso di una porta e non ho banda aggiuntiva, se ρ  è uno vuol dire che ho
2sff =∆

quindi [ ]1,0∈ρ . Conoscendo ρ  si calcola B  come

( )ρ+= 1
2

sf
B  detta D  la velocità do segnalazione in secsimboli  e D

T
f

s
s == 1

 segue

( )ρ+= 1
2
D

B  ossia ( )ρ+
=

1
2B

D  e se ho una banda B , siccome [ ]1,0∈ρ  segue che BDB 2≤≤

secsimboli
IL RUMORE
Sia ( )tv  un p.c. stazionario, ergodico, gaussiano, la densità spettrale del suo valore quadratico medio vale

( ) 








−
+=

12
2

kTfhv
e

fhfh
RfP con R  in [ ]Ω , [ ]sJh ⋅⋅= −34102.6  è la costante di Plank

[ ]KJk 231038.1 −⋅=  è la costante di Boltzman

Se ci si trova ad operare con THzf 1<  e KT 13,373<  allora l’espressione del valore quadratico medio di

( )tv  si approssima come ( ) kTRfv 2≅P

dP  è la potenza disponibile (siamo in situazione di adattamento) che si distribuisce a valle e vale

( )
R
tv

Pd 4

2

=  (N.B. la resistenza non ha pedice perchè siamo in adattamento)

La densità spettrale della potenza di rumore termico disponibile di una resistenza
a vuoto sarà

( ) ( )
24

kT
R
f

f v
d ≅=

P
P con ( ) kTBdffP

B

B dd == ∫−
P  che è la potenza di rumore

CIFRA DI RUMORE

( ) ( )
( )

bipolodalgeneratorumorediassenzain

bipolodeluscitaallrumoredipotenzadellaspettraledensità
bipolodeluscitaallrumoredipotenzadellaspettraledensità

f

f
fF

u

u

n

n

      

  '      
  '      

*
==

P

P

Il sistema è lineare e supponiamo il guadagno dg  costante

( )
( ) ( )

1

2

1

2

2
00

0

>+=
+

=

d

n

d

nd

g
kT

f

g
kT

fg
kT

fF
P

P

Notare che ( )fnP  è costante perchè generato internamente al bipolo.
Integrando sulla banda si ha per F  la seguente espressione

R RRi =

KT 2900 =

Bg d ,

gR cR

dP

( )tv
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( )

d

du

B

B d

B

B nd

BgkT
N

dfg
kT

dffPg
kT

F
00

0

2

2
=





 +

=

∫

∫

−

−
dove duN  è la potenza di rumore disponibile all’uscita.

Nel caso in cui il doppio bipolo fosse una linea si ha che LgF d == 1 ,ossia la cifra di rumore coincide
con l’attenuazione della linea.

Riepilogando:la cifra di rumore è il rapporto tra la densità spettrale della potenza di rumore all’uscita del
doppio bipolo e la densità spettrale della potenza di rumore alluscita del doppio bipolo ne caso che il
doppio bipolo non introduca rumore.

*
du

du

N

N
F =  questa è la definizione operativa di cifra di runore.

TEMPERATURA EQUIVALENTE DI RUMORE
KT 2900 =  per convenzione.

Si ha 
0

0

0

0

T
TT

BgkT
BgkTBgkT

F e

d

ded +
=

+
=

Essendo de BgkT  il termine che tiene conto della generazione interna
di rumore del doppio bipolo. Si vede facilmente che

( )10 −= FTTe  e che 
0

1
T
T

F e+=

Cifra di rumore equivalente e temperatura equivalente di una cascata di n  doppi bipoli
( ) ( ) ( )

n

n
eq ggg

F
gg

F
g

F
FF

Λ
Λ

2121

3

1

2
1

111 −
++

−
+

−
+=

n

enee
eeq ggg

T
gg

T
g
T

TT
Λ

Λ
2121

3

1

2
1 ++++=

( )10 −= eqeq FTT
CANALE HERTZIANO

La potenza ricevuta è 
( ) TXATARTXSLATARRX P

d
ggPgggP

2

2

4π
λ==

Con ARg  guadagno dell’antenna ricevente e ATg  guadagno dell’antenna trasmittente

( )2

2

4 d
g SL

π
λ=  guadagno di propagazione nello spazio libero

TXP  potenza trasmessa
fc=λ  è la lunghezza d’onda ed f  è la frequenza a cui stiamo operando

d  è la distanza tra le due antenne
Detta ( ) 20kTf

in =P  la densità spettrale della potenza di rumore disponibile all’ingresso di un canale, la

densità spettrale della potenza di rumore disponibile all’uscita dello stesso canale sarà ( ) ( )fFf
ineqn PP =

Ossia ( ) ( )
d

e
eqdn g

TT
kFg

kT
f

22
00 +

==P

dg +

( )tn  rumore interno

gR

eTT +0

BFg d ,,

( )tv

cR

11 ,Fg 22 , Fg 33 ,FggR
LR

1eT 2eT 3eT
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Un processo casuale gaussiano è detto bianco o non colorato, quando non dipende dalla frequenza,

ossia quando la sua densità spettrla edi potenza è costante e vale per convenzione ( )
2

0N
constfn ==P , il

fattore ½ tiene conto del fatto che le bande in genere sono unilatere.Con ( ) deqde gkFgTTkN =+= 00

PROBABILITA’ DI ERRORE SUL SIMBOLO E SUL BIT (2-ASK, BPSK, 2-PSK)

Detta 2d  la quantità in figura, la probabilità di errore di un simbolo vale ( ) 







=

m

s

d
erfceP

σ2

2
2
1

CASO NRZ ANTIPODALE BINARIO
BNm 0

2 =σ con sTB 1=  banda del segnale (unilatera) ed 0N  come già definito

BE
T
Ed

T
d

T
dd

E s
s

s
sss ==⇒=





+=

2442
1

42
1 222

Si ha ( ) 





=








=

22
1

22
1

0

η
erfc

N
E

erfceP s
s  dove 

0N
E s=η  è il rapporto segnale rumore NS  (all’uscita). Se

il segnale è binario si ha ( ) ( )ePeP bs = , ossia la probabilità di errore sul simbolo coincide con quella sul bit,

quindi bs EE =  e ( ) 





=

22
1 η

erfcePb  con 
0N

Eb=η . Si userà l’espressione più adatta in base al contesto.

CASO NRZ UNIPODALE BINARIO
BNm 0

2 =σ con sTB 1=  banda del segnale (unilatera) ed 0N  come già definito

2222
0

2
1

2
1 2

2 BE
T
Ed

T
d

TdE s

s

s
sss ==⇒=





 +=

Si ha ( ) 









=











⋅
=

22
1

222
1

0

η
erfc

N

E
erfceP b

b  dove 
0N

Eb=η  è il rapporto segnale rumore NS  (all’uscita).

Siamo nel caso di segnale è binario.
Notare che a  causa della presenza della δ  nel mezzo della banda l’energia del segnale è dimezzata.
FILTRO ADATTATO (esalta il segnale ma non il rumore)
Sia ( )ts  un segnale ed ( )tn  un p.c. (rumore)

( )ts

sT A-A 0

A0

( )ts

sT
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1s 2s 3s 4s

Le ipotesi sono:
1) ( )ts  è limitato nel tempo, es. [ ]sT,0

2) ( )fN  è nota
Segue che il filtro adattato ha la seguente Funzione di Trasferimento (FdT)

( ) ( )
( )

0

*
tje

fN
fS

fH ω−= Si ha ( ) ( )ηerfc
N
E

erfceP s
s 2

1
2
1

0

=







=  dove 

0N
E s=η

Quindi utilizzando un filtro adattato ho un guadagno di dB3 , perché a parità di probabilità uso metà
energia ovvero a parità di energia dimezzo la probabilità di errore.

4-ASK

Probabilità di errore sul simbolo in una costellazione equispaziata (indipendente dal segnale elementare).

Per i segnali alle estremità vale ( ) ( ) 





==

m

ss

d
erfcePeP

σ2

2
2
1

12
 (una sola coda accavallata)

Per i segnali centrali invece vale ( ) ( ) 







==

m

ss

d
erfcePeP

σ2

2
43

 (entrambe le code accavallate)

La probabilità media vale invece ( ) 







=

m

s

d
erfceP

σ2

2
4
3

, in generale, con costellazioni equispaziate di m

simboli si ha ( ) 






−=
m

s

d
erfc

m
m

eP
σ2

21
. La probabilità di errore sul bit si ricava, nota ( )ePs , come

( ) ( )eP
m

eP sb
2log
1= , con m  numero dei simboli.

Probabilità di errore sul simbolo in una costellazione equispaziata (segnale NRZ antipodale).

Fissata l’origine tra 2s  ed 3s , l’energia media ( ) sssssss TdT
dd

EEEEE 2
22

4
5

4
9

2
4

2
4
1

4
1

4321
=





+=+++= ,

da cui 
s

s

T
Ed
52

=  e quindi ( ) 







=

0104
3

N
E

erfceP s
s .

Siccome ( ) ( ) ( )ePeP
m

eP ssb 2
1

log
1

2

==  e bsb EEmE 2log 2 ==  si ha. ( ) 





=








=

58
3

58
3

0

η
erfc

N
E

erfceP b
b

INVILUPPO COMPLESSO
( ) ( ){ }tj

e
cetgtv ωℜ= , con cω  pulsazione istantanea, ( )tv  segnale modulato, reale, la cui ( )fvP  è centrata

in 0
La densità spettrale di potenza di ( )tv  si può scrivere come

( ) ( ) ( ){ }cgcgv fffff −−+−= *

4
1

PPP , notare che ( )tg  può essere complesso
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MODULAZIONE DI AMPIEZZA
( )tm :segnale modulante.

( )ccc tfA θπ +2cos :segnale di portante

( ) ( )ccc tftmA θπ +2cos :segnale modulato

In questo caso ( ) ( ) 1+= tmtg  e quindi ( ) ( )[ ] ( )tftmtv cπ2cos1+=

Efficienza 
( )

( )
1

1 2

2

<
+

=
tm

tm
E . Per l’utilizzo di un demodulatore coerente deve essere ( ) 01 >+tm

PROBABILITA’ DI ERRORE DI UN 4-PSK
Detta ( ) ( )BPSKbBPSKs epepp ==  la probabilità di errore sul simbolo e sul bit di un BPSK si ha in generale

( ) 2
4 2 ppep PSKs −=− ( ) ( )

22
1 2

44

p
pepep PSKsPSKb −== −−

ma se il demodulatore del 4-PSK è composto di due demodulatori BPSK indipendenti si ha:

( ) pep PSKs 24 =− ( ) ( ) pepep PSKsPSKb == −− 44 2
1

 e quindi il BPSK ed il 4-PSK hanno la

stessa probabilità di errore sul bit.
PROBABILITA’ DI ERRORE DI UN 16-QAM

( ) 2

4
9

3 ppep medias −=

NUMERO MEDIO DI RITRASMISSIONI IN UN SISTEMA CON CRC

ritp
n

−
=

1
1

dove ritp  indica la probabilità di ritrasmettere

PCM
Canale BSC con probabilità di errore p , quantizzatore con n  bit

Livelli di quantizzazione nM 2=

M
V

V
2=∆ passo di quantizzazione

12

2V
Nq

∆= potenza associata all’errore di quantizzazione

( )1
12

2
2

−∆= M
V

S potenza di segnale all’uscita del quantizzatore

( )12 −=




 M

N
S

q

rapporto segnale rumore all’uscita del quantizzatore, numero puro

nn
N
S

dBq

62log2 10 ≅=
















 rapporto segnale rumore all’uscita del quantizzatore in dB

2M
N
S

q

=




 rapporto segnale rumore all’ingresso del quantizzatore, numero puro

2

2
22 1

3
4

M
M

pVNe bb

−== potenza associata all’errore sul bit in trasmissione

( )pM
M

N
S

MAXout 141
3

2

2

−+
=







−

rapporto segnale rumore massimo all’ingresso del ricevitore

( )pM
M

N
S

out 141 2

2

−+
=





 rapporto segnale rumore medio all’ingresso del ricevitore

in dB  ed in corrispondenza di  vale 
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relazione tra massimo e medio

rapporto segnale rumore sul bit all’uscita del canale BSC

rapporto segnale rumore sul bit all’uscita del canale BSC in 

 è la probabilità di soglia che si ricava ugluagliando  e  ottenendo

valore della probabilità di soglia

è il numero massimo di bit del quantizzatore per un afissata 

Dato il guadagno  in , allora si può scrivere 

Se  aumenta  si sposta a sinistra e viceversa.

Rapporto segnale rumore all’ingresso del ricevitore dove:

è la costante di Boltzmann
è la potenza di segnale all’ingresso della linea

questo fattore è dovuto alla modulante che è una sinusoide

Il rapporto segnale rumore all’uscita del demodulatore raddoppia o in  si somma 3

Sopra Soglia


